Diagonalisation, trigonalisation.

Diagonalisation de matrices.

* Le principe pour diagonaliser en pratique une itatst simple : calculer les espaces propres de
la matrice et en déterminer des bases.

» Sauf théoreme préliminaire (polyndme annulateundeca racines simples, matrice symétrique
réelle, etc...), la diagonalisabilité d’'une matran pratique s’obtient apres le calcul des valeurs
propres et des sous-espaces propres et le ctaistr la dimension de ces espaces.

» Pour un confort de vocabulaire (et de compréhafsilopeut étre utile d’avoir une vision

vectorielle du probleme et d’évoquer 'endomasplte canoniquement associé a la matrice
(dans :E =R", ouC" suivant le cas).

Dans les exemples ci-dessous, la matrice sera no#et I'endomorphisme canoniquement

associéeu .
110
exemple 1 :diagonaliser A={1 1 0].
0 0 2

Les valeurs propres de A sont données par sgm@mle caractéristiqug , , qui vaut :
Xa(X) = x(x=2)2.
Donc : (u) = F(A) = {0,2 }, avec 2 valeur propre double.

1 1) (0
Puis :E,(A) =Vect| | -1 |, et: E,(A)=Vect||1|,| 0] |, et A est diagonalisable.
0 0)(1

« diagonalisation vectorielle :
Dans la base® = (e,e,,€,), deR3, avec ‘e = (1-10), & = (110), &, = (00)),

00O
la matrice représentative de u est diagonalagtvmat , (u)=D={0 2 0] : u estaussi
0 0 2
diagonalisable.
1 10
Sionnote P=|-1 1 0], alors la formule de changement de base doiihe P™.AP.
0 01
On a donc bien diagonalis&.

Remarque:

P est ici clairement une matrice de passage, lessha#isées (et I'espace de référeReétant
bien identifiées.
« diagonalisation matricielle directe :

1 10 0 0O
OnposeP=|-1 1 Of|,et:D=|0 2 0|=P".AP.
0O 01 0 0 2
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P peut ici étrenterprétée comme la matrice de passage de la base canorequéi(R), a la

1\(1)(0O
basel| -1|,/1]|,| O
0)l0) (1

Remarques:

« la nouvelle base dR® (ou la matriceP ) permettant de diagonalisarn’est pas unique.
* la similarité des objets manipulés fait qu'on itiig@ra couramment les espaae# ; 1(R) avec
R®, tout comme les deux bases évoquées au dessmsineA etu.

Trigonalisation de matrices.

 Pour trigonaliser une matrice, il n’y a pas dehnée globale a connaitre a priori.

* La trigonalisabilité d’'une matrice s’obtient apteésalcul de son polynéme caractéristique et le
constat que ce polyndme est scindé sur le adepsférence de la matrice.

 Si la matrice est considérée comme matrice corepleie est dontoujours trigonalisable.

» On verra les différentes situations pouvant seger pour une matricex3.

Dans les exemples ci-dessous, on continuera a no#erda matrice étudiée etu 'endomorphisme
canoniguement associé & (en pratique, il peut étre nécessaire de precissiil s’agit de
I'endomorphisme de : E =C", ou deR" canoniquement associé &).

exemple 2 : A a deux valeurs proprdijne simple, I'autre double et A n’est pas diagonalisable.

3 -1 -1
Trigonaliser la matrice A= -1 2 0
3 -2 0

On trouve (et on factorisey, en ajoutant toutes les colonnes a la premiére :
Xa(¥) = (x-1).(x-2)%,

1 0
Les espaces propres desont : E,(A) =Vect| [1| |, et :E,(A) =Vect| | 1
1 -1

A n’est pas diagonalisable.
* Trigonalisation « standard » d& :

Si on choisit ¢ = (L11), e, = (01-1), et e, formant avec les deux premiers une basBtle
1 0 *
alors 'endomorphisme a pour matrice dans cette nouvelle bagé=|0 2 *
0 0 2

puisque la trace dA' étant égale a celle d&, elle vaut 5.
On choisit par exempleg, =  (L10¥le telle sorte que® = (e,e,,&,) soit une base dR® et :
u(e;) = (211) = 2e, —e,.
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1 0 O 1 0 1
On en déduit quemat , (U)=|0 2 -1|=T,etavec:P=|1 1 1|,ona:T=P".AP.
0 0 2 1 -10

* Trigonalisation deA en réduite de Jordan :
On conserve les mémes deux premiers vectewprgs deA) dans cet ordre et il est possible
de trouvere, dansR® de telle sorte que :

1 00
L’ =(e,e,€;), Soit une base dR® et:matg (U)=|0 2 1].
0 0 2
Le vecteur €,= X y z )s'obtient en résolvantu(e,) =e, + 2€;, soit en traduction

X X 0
matricielle dans la base canonique, en résoleasysteme Al y |[=2| y |+| 1
z z -1
On trouve alors x =-1, y+ z=- JIce qui laisse encore le choix.
On peut proposer alore;, = (- -1 10pfamille 1%’ = (e,e,,€,), est bien libre et :
1 00 1 0 -1
mat , (U)=/0 2 1|=T' soitavec:P'=|1 1 -1}, alors:P™"AP'=T
0 0 2 1 -1 0

exemple 3 : A a unevaleur propre triple, et un espace propre associéarension 2

10 0
Trigonaliser la matrice A={0 0 -1].
01 2
En développant, on trouvex, (x) = (x—1)%, puis on détermine I'espace propre associé a cette
1\( 0
valeur propre triple et on trouveE, (A) =Vect| | 0 |,| -1
o)l 1

A n’est bien s(r pas diagonalisable car elle agtéisemblable &,: A=P.I,.P™ =1, donc
égale al ;, ce qui n’est pas le cas.

« Trigonalisation « standard » d& :
On choisit de méme une base de vecteurs progfes (100), et : e, = (011, et un troisiéme

vecteur d&R?, pour qu’avec les deux premiers, on obtienne @se b% = (e,e,8), deR>, et
on peut prendree; = (011)

1 0 O 1 00
Alors :u(e;) = (0-13) = 2e, +e,, ce qui conduit a poseP:=|0 -1 1|,et:T={0 1 2|,
0 1 0 0 01

eton a I'égalité P AP'=T.
On peut remarquer quéT —1,)° = , Gonc qu’également(A—-1,)* = ,@t:(u-id.)* = 0.
* Trigonalisation deA en réduite de Jordan :

On peut trouver une basg?’ = (e} ,€',,€}), deR3 telle que :mat o () =T

I
o o r
O O
=)
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Ce résultat est un théoreme, mais on va leigegh pratique ci-dessous.
Pour obteni’, on commence par cherche',, en remarquant qu’on doit avoir :

« €, 0 E,(u), donc tel que (u-id:)(€;)# O

s u(e,) =€e,+€,, soit : (u—id.)(e;) =€, O E(u), car : (u—id.)(e,) = (u—-id.)?*(e,) =0,
- €, 0 E(u), avec €,,€,) libre.

On choisit pour ce faire'; hors deE, (u), par exemple €,= (010)

On pose alorse, =u(e',) — €5, qui est non nul puisquee, [ E (u) .

En effet ici, on a biene', = (001) - (010) = (0-11) # (000), et: €, O E (u).

On compléte alorg', avece'; en une base dE, (u), par exemple €, = (100).

On peut montrer dans le cas général (ou véafiarmain) que la famille®’ = (e} ,€', ,€,),

100
est toujours libre donc forme une baséRdeet par constructionmat o (U)=T'={0 1 1].
0 01
1 0 O
Si enfin, on poseP'=| 0 -1 1/, on a bien finalementP™.AP'=T".
0 1 0
exemple 4 : A a unevaleur propre triple, et un espace propre associé@uaeension 1
0 11
Trigonaliser la matrice A= -1 1 1.
-112
On trouve (et on factorisg, ) en ajoutant a la premiére colonne la troisiemeg (x) = (x—1)°.
1
Le seul espace propre devaut :E;(A) =Vect| | 0| |, et A n’est pas diagonalisable, ce qui était
1

encore prévisible pour la méme raison que dansiigate précédent.
On peut alors procéder par analyse-synthése pggonaliser A, mais le plus simple est
d’appliquer systématiquement la technique qui suit.
* Trigonalisation en réduite de Jordan :
On cherche.%’ = (e, €, ,€,), base dR? telle que :

€, O E,(u), donc tel que (u-id:)(e,)# 0O
€, tel que :u(e;) = €,+€,, soit : €', = u(e;) — €,
€', tel que :u(e,) =€,+€,, soite, =u(e,) - €,,
et on veut quee, # 0, donc avec g, U E (u).
e, doit donc vérifier :(u—id.)?(e5) = (u—id.)(e,) =€,# Qsoit: €, O ker(u—id.)?).
-1 01
On calcule don&er((u —id. %) ,)et pour cela (A-1,)>=| 0 0 O0].
-1 01
Puis :ker(u-id:)?) = {(x,y,z) OR? x=z}.
On choisit ainsi par exemples;, = (1,0,0) ker(u—id;)?).
On pose ensuiteg, = u(e;) - €,= (0-1-1) - 100) =(-1-1-1,
(on constate qu’on a biere’, O E,(u)).
Enfin: e, =u(e,)-€,=(-2-1-2) - (-1-1-1) = (- 10-1),
(on constate a nouveau qu’on a toujows £l E, (u)).
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Ce dernier point était prévisible cafu—id.)(€e,) = (u—id.)*(€,) =0,
résultat garanti par le théoreme de Cayley-Hamil
La famille 1%’ = (€} €, ,€;), est alors une base B& (ce qu’'on peut montrer dans le cas

110
général ou constater a la main dans ce casplet), etona mat - (uU)=/0 1 1|=T.
0 01
-1 -11
EnposantP=| 0 -1 O|,onaalorsT=P".AP.
-1 -1 0

Remarques:
« la matriceP (ou la nouvelle base dR®) permettant de trigonalisek n’est pas unique,

« dans les deux derniers exemples, si la maticdmet pour valeur propre triple la valeur la
matriceT semblable aA sera égale a celle proposée, mais en changeartefisients

diagonaux eno .

Puissance K™ de matrice.

Utilisation de la diagonalisabilité ou de la trigomlisabilité.

SiA est diagonalisable.

Si A est diagonalisable, alor§l:P O Gl(K), O D O e «(K), diagonaleD = P AP.
Dans ce cas(] k ON, A“=p.D*P™

1 3 0
exemple 5 :calculer A*, avec :A=|3 -2 -1]|.
0 -1 1
1 3 -3 10 O
A est diagonalisable, eten nota®=({0 2 5 |,ona:P"AP=D=(0 3 0 |.
3 -1 1 0 0 -4
D'o0 on en déduitJ k ON, A“=P.D" Pl—P(O 3¢ P,
0 O (—4)
L9 3 S g Bz 3 333 3 g
10 14 35 7 7 10 14 35
soit:0 k ON, A* = 33 —§.(—4)k 2 3 +§.(—4)k L +1.(—4)k
7 7 7 7 7 7
3 33 —3.(—4)k 1 +1.(—4)k 9,1 +i.(—4)k
10 14 35 7 7 10 14 35

SiA est trigonalisable.
Si A est trigonalisable, alordg1 P O Gly(K), OT O e o(K), triangulaire supérieure, telles que :

T=P AP.
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Dans ce casll k ON, A =PT*P™,
Il est plus intéressant d’utiliser une réduite dedan.

3 -1 -1
reprise de 'exemple 2 calculer AX, avec :A=|-1 2 0
3 -2 0

1 0 -1 100

A est trigonalisable et en notanP:={1 1 -1|,ona:P*AP=T=(0 2 1

1 -1 0 0 0 2

Puis:0 k ON, A“=PT*P™.
Pour calculefT*, on peut procéder par récurrence, ou utiliseiriérne de Newton.

1 0O 0 0O
En effet, T s’écrit:T=D+N,avec:D=|0 2 Of|,et:N={0 0 1].
0 0 2 0 0O

D est diagonaleN nilpotente (N> = Q et D et N commutent (c’est toujours le cas avec une
réduite de Jordan).

10 O
Donc:0 k ON, T :Zk:(l_(j.Dk"i.Ni =D“+kD'**N=|0 2 k27|
=\l 0o 0 2
2t -1 1-2% 1-2%
On en déduit que A =| -1+ 1-k).2*  1+k2"" 1-2+k2""].
-1+ (L+k).2¢ 1-2¥-k2*t  1-k2¢!

0 11
reprise de 'exemple 4 calculer A¥, avec :A=|-1 1 1].
-11 2
-1 -11 110
A est trigonalisable, et en notan® = -1 O},ona P"AP={0 1 1|=T
-1 -1 0 0 01
100 010
On peut encore écrirel. =D+ N,avec:D=|{0 1 0|=1,,et :[O 01
0 01 0 0O
D est évidemment diagonalB, nilpotente (N°® = (Q, et D et N commutent, et comme
au-dessus :
1- k.(k +1) K k.(k +1)
Ok ON,A=PT*P'=P.(I, +k.N + k'(k_l).Nz).p‘l = —k2 1 E
2 _ki(k+1]) k.(k+1)

k 1+
2

Utilisation d’'un polynéme annulateur (polynéme caratéristique ou minimal).

Cas 1 les racines du polynédme annulateur dont on disposesimples A est diagonalisable).
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reprise de 'exemple 5 :

1 3 0
Pour:A=|3 -2 -1|, ondispose du polynéme caractéristique commenpohg annulateur,
0 -1 1

soit: Y,(X) =(X=D.(x=3).(x+4).
Pour :k ON, 0(Q,,R)OR[X]% X*=x,Q, +R,avec:R =a.X?+b X +c,,
et on détermine ces valeurs a I'aide des racineplss) dey, :
1“=a 1> +b 1+c,
3=a .3F+bh 3+c,
(-4 =a,.(-4)* +b,.(-4) +c,,
ce qui donne, apres résolution du systéeme :

a, S R +i.(—4)k, b, S —i.(—4)k, C, _12_2 4 +3.(—4)k.
10 14 35 10 14 35 10 14 35

Il suffit alors de calculerd?, pour obtenir 1 k ON, A“ =a .A*+b, A+c_l,,
et de remplacer par les valeurs trouvées, retrdwaiasi le résultat précédent.

reprise de I'exemple 1 :
110

Pour:A=[1 1 O], on peut vérifier que le polyndmeu, (x) = x.(x—2) , est un polynéme
0 0 2
annulateur pouA (polyndme « minimal »).
Pour :k ON, 0(Q,,R ) OR[X]% X*=pu,Q +R,avec:R =a.X +h,
et on détermine ces valeurs a 'aide des racineplas) dey, :
1“=a,l1+b,,
2*=a 2+h,,
soit:a, =2“-1,b, =2-2 puis:0k ON, A* =a_A+b_l,.

Cas 2 certaines des racines du polyndme annulateumsoltiples.

reprise de I'exemple 2 :

3 -1 -1
Pour:A=|-1 2 0 [, ondispose du polynédme caractéristique commengohe annulateur
3 -2 0

qui estici : x,(x) = (x—1).(x—2)°.
Pour :k ON, 0(Q,,R ) OR[X]% X*=yx,Q +R,avec:R =a,.X?+b.X +c,
mais on ne dispose plus que de deux racines gouet donc de deux équations seulement alors
que I'on a trois inconnues) :
1 =a,.1° +b 1+c,,
2“=a, 2°+b 2+c,,
On peut alors penser a dériver (2 comme racineldaléy, , est aussi racine dg,') :
KX "= x,'Q + X, Q./+R ', avec :R '=2a,.X +b,,
et avec la valeur 2, cela donne une troisieme éxuat
k2" =2a 2+Db,.
On résout alors le systeme formé par ces troisti@msa ce qui permet d’obtenir :
a, =1-2“+k2"", b =2?-3k2“' -4, ¢ =4+(k-3.2",
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Il suffit alors de calculerd?, pour obtenir 0 k ON, A =a A’ +b,.A+c_l,,
et de remplacer par les valeurs trouvées pour wbeén

reprise de I'exemple 4 :
0 11

Pour:A=|-1 1 1], on ale polyndme annulateuy; (x) = (x—1)°.
-11 2

A partir de : X* = x,.Q +(a.X?*+b.X +¢, )
on utilise alors le fait que 1 est racine triple ylg, donc racine dey,, X.', et x,'".

On dérive alors deux fois I'égalité pour obteniraystéme qui aprés résolution donne :

a =Xl _opoke, ¢ =14 KRS
2 2

et on termine avecl k O N, A“ =a A’ +b_.A+c_l,.
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